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МАГНІТОРЕОЛОГІЯ РОЗВЕДЕНИХ СУСПЕНЗІЙ У КРОВІ 
У рамках структурно-феноменологічного підходу отримані 
реологічні рівняння стану розведеної суспензії у крові недеформі-
вних осесиметричних магніточутливих частинок. Як реологічна 
модель несучої рідини та гідродинамічна модель зважених части-
нок використовуються рідина В. К. Стокса з моментними напру-
женнями та тривісна гантель, відповідно. На основі отриманих 
результатів досліджено вплив зовнішнього магнітного поля на ре-
ологічну поведінку суспензії, що розглядається. 
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Вступ. У роботі вивчається можливість керування за допомогою 
зовнішнього магнітного поля реологічними властивостями розведеної 
суспензії у крові, яка утворюється при доданні до неї недеформівних 
видовжених частинок із сталим магнітним моментом. Для цього в 
межах структурно-феноменологічного підходу [1, 2] одержано реоло-
гічні рівняння такої суспензії, які використовуються для вивчення її 
реологічної поведінки у простій зсувній течії при наявності попереч-
ного магнітного поля. 
Суспензії у крові недеформівних частинок, у тому числі таких, які 
виготовлені з використанням магнітних носіїв [3, 4], можуть утворюва-
тися при доданні безпосередньо до кровотоку частинок лікарських речо-
вин для адресної доставки до ураженого органу; частинок субстанцій, 
непрозорих для рентгенівських променів, які використовуються для ві-
зуалізації кровоносних судин; ферро- або феррімагнітних частинок з 
високою теплоємністю, які переносяться кров’ю до певного органу для 
наступної теплової дії на нього при лікуванні ракових захворювань, то-
що. Суспензії у крові виникають також за межами організму, а саме, в 
апаратах для очищення крові; у різних приладах, які використовуються 
для вивчення крові, зокрема, при доданні до зразків крові частинок з 
магнітним колоїдом, розміщених в їхніх полімерних матрицях, для пок-
ращення біохімічних або біомедичних аналізів [3] тощо. 
Як реологічна та гідродинамічна моделі крові і частинок, зваже-
них у ній, у даній роботі використовується рідина В. К. Стокса з мо-
ментними напруженнями [5] і тривісна гантель, відповідно. 
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Реологічна модель розведеної суспензії тривісних гантельних 
частинок. В роботі припускається, що характерний розмір недефор-
мівних частинок суспензії набагато більший порівняно з характерни-
ми розмірами форменних елементів крові, — еритроцитів, лейкоцитів 
і тромбоцитів. Це дозволяє розглядати взаємодію зважених частинок 
з кров’ю як гідродинамічну взаємодію з суцільним середовищем. 
Сумарний об’єм еритроцитів крові приблизно у 50 разів перевищує 
об’єм лейкоцитів і тромбоцитів [6], тому реологічну поведінку крові 
визначає концентрація і механічні властивості тільки еритроцитів [6]. 
Висока концентрація еритроцитів — близько 46% — у крові лю-
дини приводить до того, що в ній, як і в будь-якій концентрованій 
суспензії, між форменними елементами, крім центральної, виникає 
нецентральна взаємодія. Як наслідок, між елементами мікрострукту-
ри крові повинні діяти пари сил, а напружений стан крім в’язких на-
пружень повинен визначатися моментними напруженнями. Це пояс-
нює вибір у даній роботі, як і в роботі [7], рідини В. К. Стокса з мо-
ментними напруженнями [5] для реологічного моделювання крові. 
Теорія В. К. Стокса [5] — найпростіше узагальнення ньютонів-
ської теорії в’язкої рідини, яке враховує наявність моментних напру-
жень у градієнтних течіях рідин. В’язкі і моментні напруження ij  і 
ijM  в реологічній моделі В. К. Стокса [5] повністю визначаються 
полем швидкості iv   
   2 ,ij ijij p d      (1) 
 4 4 .ij ij jiK K     (2) 
У реологічних рівняннях (1), (2)  ij  — симетрична частина те-
нзора напружень ij ; ij  — девіаторна частина тензора моментних 
рапужень ijM ; р  — тиск; , ,    — реологічні сталі; ijd  — тензор 
швидкостей деформації,   , ,1 2ij i j j id v v  ; ijK  — тензор градієн-
та швидкостей мікрообертання частинок рідини, який визначається 
як градієнт вектора вихору швидкості   ,1 2і irs s rv  , ,ij j iK  ; 
ij , ijk  — символи Кронекера і Леві-Чівіта. 
Гідродинамічною моделлю зважених частинок у даній роботі є 
тривісна гантель. Це недеформівна система шести точкових центрів гід-
родинамічної взаємодії моделі з несучою рідиною (бусинок), які знахо-
дяться на кінцях трьох взаємно перпендикулярних осей 1 2 3, ,L L L  
 1 2 3L L L   (рис. 1). Осі симетричної тривісної гантелі перетинають-
ся в одній точці і діляться у ній навпіл. 
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Рис. 1. Симетрична тривісна гантель — гідродинамічна модель  
осесиметричних дисперсних частинок суспензії 
Для коефіцієнта тертя   центрів гідродинамічної взаємодії, які 
розташовані на кінцях осей тривісної гантелі, і взаємодіють із несу-
чою рідиною, як кульки радіуса r , використовується співвідношення  
  1 ,N В    (3) 
  20 0
2
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    (4) 
одержане у [8] при дослідженні обтікання кульки радіуса r  рідиною 
(1), (2). У (3) N  — коефіцієнт поступального тертя кульки радіуса r  
у ньютонівській рідині з в’язкістю  , 6N r  ;    ; 
0 0r r l , де 0l   . 
Феноменологічний параметр 0l , внутрішній масштабний пара-
метр рідини В. К. Стокса (1), (2), що входить у співвідношення (3), 
(4), має розмірність довжини. Згідно з [5], він є функцією розмірів 
елементів мікроструктури рідини, яка моделюється рівняннями (1), 
(2), та їх концентрації. 
Цей параметр 0l  для крові визначається на основі результатів 
роботи [7], в якій порівнювалися між собою профілі швидкості течії 
Пуазейля рідини В. К. Стокса (1), (2), одержані теоретично в [5, 7], і 
крові при її течії по трубці [9] з діаметром 54 10 м. Значення 0l  для 
трьох зразків крові, які відрізняються показниками гематокриту bC , 
наведені у таблиці 1. 
Таблиця 1 
Залежність параметра 0l  від показника гематокриту крові bC  
l0·106, м 6,666 8,000 14,815 
Cb, % 6 13 40 
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Результати тестування експериментальних даних у [7] виявилися 
практично нечуттєвими до зміни параметра     в його прийня-
тому діапазоні 1 1   ; теоретичні розрахунки у [7] проводилися 
при 0,5  . 
У роботі припускається, що зважені частинки та їх гідродинамі-
чна модель мають сталий магнітний момент i ip Pn , де p  — вели-
чина сталого магнітного моменту; in — одиничний вектор, який ха-
рактеризує орієнтацію осесиметричної зваженої частинки і орієнта-
цію осі 1L  тривісної гантелі у лабораторній системі координат. Та-
кож припускається, що суспензія є розведеною настільки, що взаємо-
дією між магнітними полями зважених частинок, як і гідродинаміч-
ною взаємодією між ними можна нехтувати. 
Для отримання реологічного рівняння стану суспензії, що розгляда-
ється, використовується структурно-феноменологічний підхід. На пер-
шому (структурному) етапі при вивченні взаємодії окремої модельної 
мікрочастинки з несучою рідиною отримується визначальне рівняння 
для вектора in , який характеризує орієнтацію зваженої частинки  
    i ik k ik k km k m i i k k iPn n d n d n n n H H n nW      , (5) 
де W  — коефіцієнт обертального тертя тривісної гантелі у рідині 
В. К. Стокса,    2 221 2 1W L p  ,    2 2 1 21 1 , ,р р р L L        
ik  — тензор вихору швидкості. 
Також на цьому етапі отримується вираз для швидкості дисипа-
ції механічної енергії в одиниці об’єму суспензії 
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   
2
22
0 0
2 2
1
2
1 2 1 ,
ij ij i i
ij jk i k ik i k
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       
    

 
 (6) 
де 0  — швидкість дисипації механічної енергії в одиниці об’єму 
суспензії за відсутності зважених частинок; 0n  — кількість зважених 
частинок в одиниці об’єму суспензії; p  — швидкість дисипації ме-
ханічної енергії при обтіканні 6 бусинок модельної частинки;  — 
символ осереднення за допомогою функції розподілу F  кутових по-
ложень вектора in , яка визначається рівнянням   0i
i
F Fn
t n
     . 
У роботі також припускається, що зважені частинки є набагато 
меншими, ніж характерний розмір області течії суспензії. Це дозволяє 
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моделювати таку суспензію при її вивченні у межах структурно-
феноменологічного підходу [1, 2] структурним континуумом з двома 
внутрішніми мікропараметрами — одиничним вектором in , який харак-
теризує орієнтацію зваженої частинки, і вектором i i ik kN n n  , який 
характеризує її кутову швидкість відносно несучої рідини; тут крапка 
над in означає локальне диференціювання за часом. 
Вид і структура отриманого на першому етапі виразу для швид-
кості дисипації механічної енергії в одиниці об’єму суспензії (6) до-
зволяє на другому етапі побудувати феноменологічне рівняння для 
тензора напружень у суспензії  
 0 ,ij ij ijT t n    (7) 
а також записати за допомогою цього рівняння феноменологічний вираз 
для швидкості дисипації механічної енергії в одиниці об’єму суспензії  
 
0 0 0
hf
ij ij i ijk j kn d n N n M      . 
У (7) ijt  — тензор напружень у несучій рідині суспензії за відсу-
тності зважених частинок; 0 ijn   — напруження, спричинене при-
сутністю 0n  зважених частинок в одиниці об’єму суспензії. 
   0 1 2 3
4 5 6 7 8 ,
ij km k m ij km k m i j
ij ik k j jk k i i j j i
a a d n n a a d n n n n
a d a d n n a d n n a n N a n N
     
      
де  0,8ia i   — сталі феноменологічні коефіцієнти. 
При порівнянні структурного і феноменологічного виразів для 
швидкості дисипації механічної енергії в одиниці об’єму суспензії на 
третьому етапі визначаються невідомі реологічні сталі  0,8ia i   
реологічного рівняння для напруження (7) і отримується остаточний 
вигляд реологічного рівняння стану розведеної суспензії тривісних 
гантелей при наявності зовнішнього магнітного поля  
  
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0 02 2
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ij ij ij km k m i j
ik k j jk k i j i
i j k k i j
WT t n d n Wd n n n n
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W Pn d n n d n n n H n
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
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   
    
 

 


 (8) 
W  — єдиний реологічний параметр у (5), (8), який характеризує вза-
ємодію зважених частинок з несучою рідиною, яка моделюється рі-
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диною В. К. Стокса з моментними напруженнями (1), (2). Згідно з 
рівняннями (3), (4) врахування моментних напружень, які виникають 
у несучій рідині, веде до зростання коефіцієнта обертального тертя 
зважених частинок  1NW W B  , порівняно з величиною 
 2 22 12NN LW p   у суспензії, несуча рідина якої моделюється нью-
тонівською рідиною з в’язкістю  . 
Оцінимо аналітично радіус r  бусинок гантелі через осьове відно-
шення еліпсоїда обертання з рівності N NEW W . Тут NEW  — коефіцієнт 
обертального тертя еліпсоїда обертання з віссю симетрії 12a L  і еква-
торіальним діаметром 2 32b L L  , який є гідродинамічно еквівалент-
ним тривісній гантелі з осями 1 2 3L L L   (рис. 1), як моделі зважених 
частинок суспензії у ньютонівській несучій рідині з в’язкістю  . Врахо-
вуючи, що коефіцієнт обертального тертя NEW  одновісного еліпсоїда у 
ньютонівській рідині визначається співвідношенням  
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, 
радіус r  бусинок гантельних зважених частинок визначається виразом 
 
 1 218 1
L f p
r
p
 


. 
Зазначимо, що еліпсоїд обертання це найбільш поширена гідро-
динамічна модель зважених частинок у суспензіях з ньютонівською 
несучою рідиною. 
При такому виборі радіуса r  бусинок гантелі отримується ви-
значальне рівняння для тензора напружень у суспензії, що розгляда-
ється, у формі 
       
     
2
2
02 2
2
0 02
1 1
1
2 1
1 1
.
1
ij ij ij km k m i j
ik k j jk k i j i
i j k k i j
f p
T t V B d V B f p d n n n n
p
f p PV B d n n d n n n H n
p p
Ppn H n n P H n n n
p
  
 

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
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 (9) 
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У (9) V  — об’ємна концентрація зважених частинок,   20 4 3 ;V n ab  
параметр B , визначений формулою (4), має вигляд 
          
 
 22 21 0 1 0
2 , .
18 12
f p
B A p
pL l A p L l A p


      

 
 
Значення параметра 0l , які представлені у таблиці 1, дозволяють 
використати (9) як реологічне рівняння для напружень у суспензії 
недеформівних симетричних частинок у крові. 
Магнітореологічна поведінка розведеної суспензії тривісних 
гантелей у крові. Отримуючи рівняння (5), (9), ми припустили, що 
швидкість несучої рідини в околі зваженої частинки є лінійною фун-
кцією координат. Тому при течіях суспензії у крові у великих та се-
редніх судинах та каналах різних пристроїв поза організмом людини, 
які використовуються для дослідження крові, зважені частинки лока-
льно розташовані у простих зсувних течіях. Тому у даній роботі розг-
лядається динаміка зважених частинок та напруження в суспензії у 
простій зсувній течії: 0, , 0;x y zv v Kx v K const     при наявнос-
ті зовнішнього магнітного поля: , 0;x y zH H H H H const     
для дослідження впливу моментних напружень, які виникають у кро-
ві, та обертальної в’язкості крові на реологічну поведінку суспензії у 
крові. Магніточутливість крові не враховується. 
При дослідженні динаміки видовжених зважених частинок у 
простій зсувній течії отримано, що зважені частинки стаціонарно зави-
сають без обертання в площинах, перпендикулярних до осі Oz  при 
cr  , де 
2; .
1cr
KW
PH
      
У цьому випадку зважені частинки орієнтуються під кутом   до 
площини xOz   
 21 2 1 1
arcsin .
2
   
    
При cr   зважені частинки обертаються у площинах, перпе-
ндикулярних до осі Oz , з кутовою швидкістю 
 1 11 cos 2 sin .
2
K   
     
  
З урахуванням встановленої динаміки тривісних гантелей для 
суспензії в крові знайдені залежності характеристичної в’язкості 
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a
V
  
  та різниць нормальних напружень 1
0
yy zzT T
n PH
   та 
2
0
xx zzT T
n PH
   від  N NKW PH  .  
На рисунках 2–5 показані реологічні характеристики 1 2, ,    як 
функції параметра N  для розведеної суспензії осесиметричних не-
деформівних частинок у крові при різних значеннях видовженості p  
зважених частинок та різних значеннях гематокриту bC  крові. 
Рис. 2. Залежність   від N  при 
40%bC  ; криві 1–3 відповідають 
видовженості зважених частинок 
суспензії  2,3, 4p  . 
Рис. 3. Залежність   від N  при 
 2p  ; криві 1–3 відповідають  
показникам гематокриту крові 
6%,13%, 40%bC   
  
Рис. 4. Залежність 1  від N  при 
40%bC  ; криві 1–3 відповідають 
видовженості зважених частинок 
суспензії  2,3, 4p  . 
Рис. 5. Залежність 2  від N  при 
40%bC  ; криві 1–3 відповідають 
видовженості зважених частинок 
суспензії  2,3, 4p  . 
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Псевдопластична поведінка суспензії у крові, тобто зменшення   
зі збільшенням N , що спостерігається на (Рис. 2, 3), має місце при не-
перервній зміні стаціонарного кута зависання зважених частинок. Проте 
існує критичне значення  
1
cr
N cr B
   , коли стаціонарне зависання 
частинок перестає спостерігатися і починається обертальний рух зваже-
них частинок. Ділатантна поведінка суспензії у крові, тобто збільшення 
  зі зростанням N , яке спостерігається на кожній з кривих (Рис. 2), 
відповідає обертальній динаміці зважених частинок. 
Висновки. Представлені розрахунки показують, що врахування 
моментних напружень у градієнтних течіях крові, як несучої рідини су-
спензії, приводить до зростання ефективної в’язкості a  суспензії та 
різниць нормальних напружень yy zzT T  та xx zzT T , порівняно із су-
спензією з ньютонівською несучою рідиною. Отримані результати вияв-
ляють зміни реологічних характеристик крові при доданні до неї у малих 
кількостях ліків або частинок, які використовуються для візуалізації течії 
крові. Теоретично виявлено, що присутність зважених частинок у крові 
змінює не тільки в’язкість крові і, як наслідок, течію крові у судинах, але 
і тиск крові на стінки судин в результаті існування ненульових різниць 
нормальних напружень (ефекта Вайссенберга) у створеній суспензії. 
Залежність ефективної в’язкості суспензії від інтенсивності зов-
нішнього магнітного поля дозволяє, крім того, контролювати значен-
ня ефективної в’язкості суспензії у крові і, таким чином, контролюва-
ти течію крові у судинах та в каналах пристроїв, які використовують-
ся при вивченні крові поза організмом людини. 
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ОБЧИСЛЕННЯ 2 D ІНТЕГРАЛІВ  
ВІД ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ  
З ВИКОРИСТАННЯМ КУСКОВО-СТАЛОЇ ІНТЕРЛІНАЦІЇ 
У статті розглядаються кубатурні формули обчислення 2 D 
інтегралів від тригонометричних функцій з використанням ін-
терлінації у випадку, коли інформація про функцію задана її 
слідами на лініях.  
Ключові слова: інтерлінаці функцій, кубатурна формула, 
інтеграли від тригонометричних функцій. 
Вступ. На даний час є математичні моделі, зокрема в цифровій 
обробці сигналів, комп’ютерній та сейсмічній томографії, які викори-
стовують нові інформаційні оператори. Так в теорії наближеного об-
числення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змінних 
побудовані кубатурні формули наближеного обчислення коефіцієнтів 
Фур’є з використанням інтерлінації функцій на класі Ліпшиця, Гьо-
льдера, класі диференційованих функцій. В якості даних такі кубату-
рні формули використовують не лише значення функції у вузлових 
точках, а також сліди функції на лініях. Сучасні математичні моделі 
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